MATEMATICAS Il - 2.2 BACHILLERATO

Bloque 3
Geometria

Todo el bloque descansa sobre tres productos: escalar, vectorial y
mixto. Con ellos salen los angulos, las distancias, las areas y los
voliumenes, y la clave es saber cual toca en cada caso.

Contenido

3.1 Vectores en el espacio
Operaciones con vectores, dependencia lineal y bases, producto escalar,
vectorial y mixto.

3.2 Rectas y planos
Ecuaciones de la recta y del plano, y posiciones relativas de rectas y planos,
incluidas las de dos y tres planos.

3.3 Angulos, distancias y areas
Angulos, distancias entre puntos, rectas y planos, areas y volimenes,
proyecciones, simétricos y perpendicular comun.
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MATEMATICAS Il - BLOQUE 3 - GEOMETRIA
3.1 Vectores en el espacio

Apuntes desarrollados para la PAU. Teoria explicada paso a paso, con ejercicios resueltos al estilo del
examen. El bloque de Geometria se divide en tres partes: 3.1 Vectores - 3.2 Rectas y planos - 3.3

Angulos, distancias y &reas.

3.1.1 - Vectores en el espacio

Un vector en el espacio es un segmento orientado que representa una direccién, un
sentido y un médulo (longitud). Se expresa con tres coordenadas: v = (v1, vz, vs). El vector
que va del punto A al punto B se calcula restando coordenadas: AB = B — A.

Y4

Figura 1 - El vector v va del origen de coordenadas al punto P.

El médulo (longitud) de un vector se calcula con el teorema de Pitdgoras en el espacio:

[V] = VviZ + v22 + v3?

Dos operaciones con puntos que conviene tener a mano: el punto medio del segmento
AB, que es la media de las coordenadas, y la comprobaciéon de que tres puntos A, By C
estdn alineados, que ocurre cuando AB y AC son proporcionales.

M= ( (ai+b1)/2 , (az2+b2)/2 , (as+bs)/2 )

v Truco. Para hallar el vector entre dos puntos, siempre es "el de llegada menos el de salida":
AB = B — A. Un error tipico es restarlos al revés, lo que da el vector opuesto.

3.1.2 - Dependencia lineal y bases

Un vector w es combinacidén lineal de u y v si se puede escribir como w = a:u + b'v, con
a y b nidmeros reales. Un conjunto de vectores es linealmente dependiente si uno de
ellos es combinacién lineal de los demas, e independiente si no lo es ninguno.

* Dos vectores son dependientes si y solo si sus coordenadas son proporcionales
(tienen la misma direccién).
* Tres vectores del espacio son dependientes si y solo si el determinante formado con
sus coordenadas vale 0. Geométricamente, estan en un mismo plano.
* Cuatro o mas vectores del espacio son siempre dependientes.
Tres vectores independientes forman una base del espacio: cualquier otro vector se
escribe, de una sola manera, como combinacién lineal de ellos. La base mas usada es la
candnica,i=(1,0,0),j=(0,1,0)y k= (0,0, 1).



u, v, w forman base  det(u, v, w) # 0

v Truco. Para escribir un vector como combinacidn lineal de otros se plantea w = a-u + b-v
coordenada a coordenada: salen tres ecuaciones con dos incdgnitas. Si el sistema tiene
solucién, w es combinacién lineal; si es incompatible, no lo es.

3.1.3 - Producto escalar

El producto escalar de dos vectores da un nimero (un escalar), y es la herramienta clave
para calcular angulos y comprobar perpendicularidad. Se calcula multiplicando
coordenada a coordenada y sumando:

u +* Vv =1uUi1*VvVi + U2*'V2 + U3*"V3

También se relaciona con el dngulo que forman los vectores: u - v = |u|-|v]-cos(a). De aqui
se despeja el dngulo. Ademas, v - v = |v|?, que es otra forma de ver el mddulo. Y lo mas util
para el examen:

ulv e u-+-v=2~0

v Truco. Si el producto escalar de dos vectores da cero, son perpendiculares. Esto se usa
constantemente: para encontrar vectores perpendiculares, para comprobar que una recta es
paralela a un plano (su director es perpendicular al normal), etc.

3.1.4 - Producto vectorial

El producto vectorial u X v da como resultado otro vector, perpendicular a los dos
originales. Se calcula como un determinante simbdlico, desarrollado por la primera fila:

i ]k
Ui Uz U3
uUuXxXyvs=
Vi V2 V3
uUu x v = ( uz2vs — Usva , —(U1V3 - U3V1) , Uivz — U2V1 )

Su gran utilidad: el médulo del producto vectorial es el area del paralelogramo que
forman los dos vectores (y la mitad, el area del tridngulo). Y si u x v = (0, 0, 0), los dos
vectores son paralelos.

uxyv

v u

Figura 2 - u x v es perpendiculara u 'y a v, y su mdédulo es el drea del paralelogramo amarillo.
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Area paralelogramo = |u x V| Area tridngulo = %:|u x v]|

v Truco. El producto vectorial NO es conmutativo: u x v = —(v x u). Cambiar el orden cambia
el sentido del vector resultante, aunque el mdédulo (y por tanto el drea) es el mismo.

X Error tipico. Olvidar el signo menos de la segunda coordenada. Al desarrollar el
determinante por la primera fila, el término de j va restando: sale —(uivs — usvi), no +(uivs —

usvi).

3.1.5 - Producto mixto

El producto mixto de tres vectores es [u, v, w] = u - (v X w). Da un namero, y se calcula
como el determinante de las tres filas de coordenadas:

Ui Uz Us
Vi V2 V3

[u, v, w] =
Wi W2 Ws3

Su utilidad: el valor absoluto del producto mixto es el volumen del paralelepipedo
formado por los tres vectores. El volumen del tetraedro es un sexto de ese valor. Como es
un determinante, si se intercambian dos de los vectores cambia de signo, pero no de valor
absoluto.

V paralelepipedo = |[u, v, w]] V tetraedro = (1/6)-|[u, v, w]|

v Truco. Si el producto mixto de tres vectores es 0, los tres son coplanarios (estan en el
mismo plano, es decir, son linealmente dependientes). Esto se usa para comprobar si cuatro
puntos estan en un mismo plano y si dos rectas se cortan.

Ejercicios
Diez ejercicios de vectores al estilo de la PAU, resueltos. En rojo va la explicaciéon de qué se
hace y por qué; en negro, la resolucién con los calculos.

1. Dados los puntos A(1, 2, 3) y B(4, 0, 1), halla el vector AB y su modulo.
El vector entre dos puntos es el de llegada menos el de salida: AB = B — A. El médulo se calcula
con la raiz de la suma de cuadrados.

AB = (4-1, 0-2, 1-3) = (3, -2, -2)

|[AB| = V32 + (=2)2 + (-2)? = V9+4+4 = V17

Solucién: AB = (3, —2, —2), con médulo V17.

2. Calcula el producto escalarde u = (2, -1, 3) y v = (1, 4, 0), y di si son

perpendiculares.

Se multiplica coordenada a coordenada y se suma. Si el resultado es 0, son perpendiculares.
u-v=21+(-1)4+30=2-4+0-=-2

Como el resultado es —2 (distinto de 0), NO son perpendiculares.

Solucion: u * v = —2; no son perpendiculares.
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3. Halla el angulo que forman los vectoresu =(1,0,1)yv = (0, 1, 1).

Se usa la férmula cos o = (u-v)/(|u]-|v|). Se calcula el producto escalar y los dos mdédulos.
u-vs=10+01+11=1

V2, vl =V2 - Jul:|v] =2

cos a = 1/2 - a = 60°

Solucién: El angulo es 60°.

lul

4. Calcula un vector perpendicularalavezau=(1,2,1)yv=(2,0,1).
Un vector perpendicular a dos vectores es su producto vectorial u x v, que se calcula con el
determinante simbélico.

uxvs=|1jk;121;201]

i(2-1-1-0) - j(1-1 -1-2) + k(1-0 - 2-2)

=1i(2) - j(-1) + k(-4) (2, 1, -4)
Comprobacién: (2,1, -4)(1,2,1)=2+2-4=0y (2,1, -4)(2,0,1) =4+ 0—-4=0.Es
perpendicular a los dos.

Solucidén: Un vector perpendicular es (2, 1, —4).

5. Halla el drea del triangulo de vértices A(1,1,0), B(3,1,0) y C(1,4,0).
El drea del tridngulo es la mitad del mdédulo del producto vectorial de dos lados. Primero los
vectores AB y AC.

AB = (2, 0, 0) , AC = (0, 3, 0)

AB x AC = (0:-0-0-3, -(2-0-0-0), 2-3-0-0) = (0, 0, 6)

|AB x AC| = 6 -~ Area = %:6 = 3
Solucion: El area del tridngulo es 3 unidades cuadradas.

6. Comprueba si los puntos A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1) y D(1,1,1) son
coplanarios.
Cuatro puntos son coplanarios si el producto mixto de los tres vectores que salen de uno de
ellos es cero. Formamos AB, AC, AD.

AB=(-1,1,0), AC=(-1,0,1), AD=(0,1,1)

[AB,AC,AD] = |-110; -101; 011]

=-1(0-1) - 1(-1-0) + 0 =1+1=2=20
Como el producto mixto es 2 (distinto de 0), los puntos NO son coplanarios.

Solucién: No son coplanarios (producto mixto = 2).

7. Calcula el valor de a para que los vectoresu =(a, 2,1)yv = (3, -1, 2)
sean perpendiculares.
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero. Se plantea la ecuaciény
se despeja a.

u-vs=a3+2(-1)+1-2=3a-2+2=3a

3a=0-a==0
Solucion: a = 0.

8. Halla el volumen del tetraedro de vértices 0(0,0,0), A(2,0,0), B(0,3,0) y
Cc(0,0,4).
El volumen del tetraedro es un sexto del valor absoluto del producto mixto de los tres vectores
desde un vértice.

0A=(2,0,0), 0B=(0,3,0), 0C=(0,0,4)
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[0A,0B,0C] = |2 00 ; 030 ; 004| =2-3-4=24
V= (1/6)-]24] = 4
Solucion: El volumen del tetraedro es 4 unidades cubicas.

9. Dadosu=(1,1,0),v=(0,1,1)yw= (1, a, 1): a) ¢para qué valor de a
son linealmente dependientes? b) Para ese valor, escribe w como
combinacion lineal de u y v.
Tres vectores del espacio son dependientes cuando el determinante de sus coordenadas vale 0.
Se calcula en funcién de a y se iguala a cero.
[110,;011,;1al1l =1-(1-1 -1-a) - 1-(0-1 -1-1) +0=(1-a)+1=2-a
2-a=0-a=2
Para a = 2 se busca w = x-u + y-v igualando coordenada a coordenada: salen tres ecuaciones
con dos incégnitas, y la tercera sirve de comprobacion.
(1, 2, 1) = x-(1, 1, 0) + y-(0, 1, 1)
x=1,y=1, y comprobacién: x + vy

(x, x +vy,y)
2

Solucidn: Son dependientes solo para a = 2, y entonces w = u + v. Para cualquier
otro valor forman una base.

10. Dado u = (2, —2, 1), halla un vector unitario con su misma direcciéon y
sentido.
Un vector unitario tiene médulo 1. Se obtiene dividiendo el vector entre su médulo.
|u| = V4+4+1 = V9 = 3
u/ |ul = (2/3, -2/3, 1/3)
Solucion: El vector unitario es (2/3, —2/3, 1/3).

Siguiente apartado: 3.2 Rectas y planos — ecuaciones de la recta y el plano, y posiciones relativas de
rectas y planos.
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MATEMATICAS Il - BLOQUE 3 - GEOMETRIA

3.2 Rectas y planos

Apuntes desarrollados para la PAU. Teoria explicada paso a paso, con ejercicios resueltos al estilo del
examen. El bloque de Geometria se divide en tres partes: 3.1 Vectores - 3.2 Rectas y planos - 3.3
Angulos, distancias y &reas.

3.2.1 - Ecuaciones de la recta

Una recta en el espacio queda determinada por un punto P(xo, yo, zo) y un vector
director v = (vi, v2, v3) que marca su direccién. A partir de estos dos datos se puede
escribir de varias formas equivalentes:

Ecuacion vectorial:

(X, y, z) = (Xo, Yo, Zo) + A+ (Vv1, v2, V3)

Ecuaciones paramétricas (separando cada coordenada):

X = Xo + AV1

Yo + A-v2

Z=20+ A'v3

Ecuacidén continua (despejando A e igualando):

X—Xo _ Y—Yo _ Z—Z2o

Vi V2 V3
Si alguna coordenada del director es 0, se sigue escribiendo asi por convenio, pero ese
cociente no es una division: significa que esa coordenada no cambia. Por ejemplo,
(x = 1)/2 = (y — 3)/0 = z/5 quiere deciry = 3.

Ecuaciones implicitas (o cartesianas): la recta como corte de dos planos no paralelos.

Aix + Biy + Ciz+ D1 =0
Axx + B2y + Co2z + D2 =0

Para pasar de implicitas a paramétricas, el director es el producto vectorial de los dos
normales, v = n1 X nz, y un punto se saca dando un valor a una incdgnita y resolviendo las
otras dos. También vale resolver el sistema directamente con una incégnita como
parametro.

v Truco. Todas las formas contienen la misma informacién: un punto y un vector director.
Para pasar de una a otra solo hay que identificar esos dos elementos. Si te dan dos puntos, el
vector director es el que va de uno a otro.



3.2.2 - Ecuaciones del plano

Un plano queda determinado por un punto y un vector normal n = (A, B, C)
perpendicular al plano. Su ecuacién general (o implicita) es:
A:x + By + C-z+D =20

Los coeficientes (A, B, C) son justo las coordenadas del vector normal al plano. Esta es la
propiedad mas util: mirando la ecuacién de un plano, ya sabes su vector perpendicular.

Figura 3 - Plano que corta a los tres ejes en los puntos A, By C.

Un plano también se puede definir por tres puntos no alineados o por un punto P y dos
vectores directores u y v no paralelos. Entonces su ecuacién vectorial es (x, y, z) = P +
AU + v, y la general se obtiene de dos maneras equivalentes: con el normaln =u x v, o
igualando a cero este determinante:

X—Xo Y —Yo Z — Zo
Ui Uz us 0
Vi V2 V3

v Truco. Los coeficientes A, B, C de la ecuacién del plano son las coordenadas de su vector
normal. Por eso, para hallar una recta perpendicular a un plano se usa (A, B, C) como vector
director de la recta, y para hallar un plano perpendicular a una recta se usa el director de la
recta como normal del plano.

3.2.3 - Posiciones relativas de dos rectas

Dos rectas en el espacio pueden ser: coincidentes, paralelas, secantes (se cortan en un
punto) o cruzarse (no se cortan y no son paralelas). Se estudian con los directoresuy vy
el vector PQ que une un punto P de la primera con un punto Q de la segunda.

Y4

N

s

Figura 4 - Dos rectas que se cruzan: en el dibujo parecen cortarse, pero una pasa por detrds de la otra.
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Se compara el rango de la matriz M, con filas u y v, con el de la matriz M', que afiade la fila
PQ:

*rgM =1yrgM' = 1: coincidentes.

*rgM=1yrgM' = 2: paralelas.

ergM=2yrgM' =2, esdecir, [PQ, u, v] = 0: secantes.

ergM=2yrgM' = 3, es decir, [PQ, u, v] # 0: se cruzan.

v Truco. El método rapido: si los directores son proporcionales, las rectas son paralelas o
coincidentes, y se decide mirando si un punto de una esté en la otra. Si no son proporcionales,
se calcula el producto mixto [PQ, u, v]: si da 0, se cortan; si da distinto de 0, se cruzan.

3.2.4 - Posiciones relativas de recta y plano

Una recta y un plano pueden: ser la recta paralela al plano, estar contenida en él, o
cortarlo en un punto. Se estudia con el vector director de la recta (v) y el normal del plano

(n):

r

Figura 5 - Recta r que corta al plano i en el punto I; el tramo que queda tapado por el plano va mas claro.
Siv-n =0, larecta corta al plano en un punto, que se halla sustituyendo la recta en la
ecuacién del plano. Si v - n = 0 (director perpendicular al normal), la recta es paralela o
esta contenida, y se decide con un punto P de la recta: si P cumple la ecuacién del plano,
la recta esta contenida; si no la cumple, es paralela.

Si la recta viene en implicitas, sus dos ecuaciones y la del plano forman un sistema de tres
ecuaciones: rg M = 3, secantes; rg M = 2 y rg M* = 3, paralelos; rg M = rg M* = 2, recta
contenida en el plano.

v Truco. Para hallar el punto de corte de una recta y un plano: escribe la recta en
parameétricas, sustituye X, y, z en la ecuacién del plano, despeja A, y ese valor te da el punto al
sustituirlo de nuevo en la recta.

3.2.5 - Posiciones relativas de dos y tres planos

Aqui la geometria se convierte en algebra: las ecuaciones de los planos forman un sistema,
y los puntos comunes a todos los planos son las soluciones de ese sistema. Se
comparan el rango de la matriz de coeficientes M y el de la ampliada M*, igual que en el
teorema de Rouché-Frobenius.
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Dos planos (M tiene dos filas):

ergM = 1yrg M* = 1: coincidentes (las dos ecuaciones son proporcionales).

ergM =1yrg M* = 2: paralelos (los normales son proporcionales y los términos
independientes no).

* rg M = 2: secantes; se cortan en una recta.

Tres planos (M es 3x3):

* rg M = 3: los tres se cortan en un punto (sistema compatible determinado).

*rgM = 2yrg M* = 2: se cortan en una recta (sistema compatible indeterminado).
Puede que dos sean coincidentes y el tercero los corte.

°*rg M =2 yrg M* = 3: no tienen ningln punto comun. Si dos filas de M son
proporcionales, hay dos planos paralelos cortados por el tercero; si no, los planos se
cortan dos a dos en tres rectas paralelas, formando un prisma.

*rg M =1yrg M* = 2: los tres son paralelos (dos de ellos pueden ser coincidentes).
*rgM =1y rg M* = 1: los tres son coincidentes.

, i

\/ \/
it A N\ [/
/\ / VM
Se cortan en un punto Se cortan en una recta Dos paralelos y uno secante
rgM =3, rg M*=3 rgM =2, rg M* =2 rgM =2, rg M* =3

M1 =T2z2=T13

A

Se cortan dos a dos (prisma) Tres planos paralelos Tres planos coincidentes
rgM =2, rgM*=3 rgM =1, rg M* =2 rgM=1, rgM*=1

Figura 6 - Las seis posiciones de tres planos. En negro, lo que tienen en comtn los tres (las soluciones del
sistema); en gris, las rectas donde se cortan solo dos.

v Truco. Con un parametro, se calcula det M: los valores que no lo anulan dan rg M = 3y los
tres planos se cortan en un punto. Solo hay que estudiar aparte los valores que anulan el
determinante.

X Error tipico. Decir que "no hay solucién, asi que los planos son paralelos". Un sistema
incompatible no significa planos paralelos: con rg M = 2 y rg M* = 3 también pueden cortarse
dos a dos sin que ninguno sea paralelo a otro. Para decir paralelos hay que ver normales
proporcionales.
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Ejercicios
Quince ejercicios de rectas y planos al estilo de la PAU, resueltos. En rojo va la explicacién
de qué se hace y por qué; en negro, la resolucién con los calculos.

1. Halla la ecuacion continua de la recta que pasa por A(1, 2, 3) con
vector director v = (2, -1, 4).
La ecuacién continua se forma con (x—xo)/v1 = (y—Yyo)/v2 = (z—20)/v3, usando el punto y el
director.

(x-1)/2 = (y-2)/(-1) = (z-3)/4
Solucion: (x-1)/2 = (y-2)/(-1) = (z-3)/4.

2. Escribe la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(1, 0, 2) y B(3,
2, 2).
Primero se halla el vector director como AB = B — A. Luego se usa junto con un punto para
escribir la recta.

v = AB = (3-1, 2-0, 2-2) = (2, 2, 0)

Paramétricas: x = 1+2\, y = 2\, z = 2

Solucion: x = 142\, y = 2\, z = 2.

3. Halla la ecuacidn del plano que pasa por P(1, 1, 1) y tiene vector
normal n = (2, -1, 3).
Los coeficientes A, B, C del plano son las coordenadas del vector normal. Se sustituye el punto
para hallar D.

2Xx =y +3z2+D=20

Sustituyendo P: 2 -1 +3 +D=0-D=-4
Solucion: 2x -y + 3z - 4 = 0.

4. Determina la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1,0,0),
B(0,1,0) y C(0,0,1).
Se hallan dos vectores del plano (AB y AC), su producto vectorial da el vector normal, y con un
punto se obtiene la ecuacién.
AB=(-1,1,0), AC=(-1,0,1)
n = ABxAC = (1-1-0-0, -((-1)-1-0-(-1)), (-1)-0-1-(-1)) = (1, 1, 1)
X+y+z+D=20, con A(1,0,0): 1+D=0 - D=-1
Comprobacién con los otros dos puntos:Bda0+1+0—-1=0yCdaO+0+1-1=0.
Solucion: x+y+z-1=0.

5. Estudia la posicion relativa de las rectas r: (x,y,z)=(1,0,0)+A(1,1,0) y s:
(x,y,2)=(0,1,0)+pn(2,2,0).
Se comparan los vectores directores. Si son proporcionales, son paralelas o coincidentes; se
comprueba con un punto.

Director de r: (1,1,0). Director de s: (2,2,0) = 2-(1,1,0)
Los directores son proporcionales, asi que son paralelas o coincidentes. Se mira si el punto (1,
0,0)derestdens:

X: 1 =2u->pu=1/2 ; y: 0 =1+ 2u = 2 - imposible
El punto de r no estd en s, luego no son coincidentes.
Solucioén: Las rectas son paralelas.
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6. Halla el punto de corte de la recta r: x=A, y=1+A, z=2-A con el plano m:
X+y+z=6.
Se sustituyen las ecuaciones paramétricas de la recta en el plano, se despeja A y se obtiene el
punto.

A+ (14A) + (2-A) =6 > A+ 3 =6 > A =3

Punto: x=3, y=4, z=-1
Comprobacién en el plano: 3 + 4 + (—=1) = 6.
Solucidn: El punto de corte es (3, 4, —1).

7. Estudia la posicion relativa de la recta r, que pasa por P(1, 0, 0) con
director (1, 1, 1), y el plano t: 2x —y — z = 5.
Se calcula el producto escalar del director de la recta por el normal del plano. Sino es 0, la
recta corta al plano; si es 0, es paralela o estd contenida, y lo decide un punto de la recta.
Normal del plano: n = (2, -1, -1)
v -n=12+1:-(-1) +1-(-1) =2 -1-1=20
Como v ' n =0, la recta es paralela al plano o estd contenida en él. Se sustituye P en la
ecuacién del plano:
2:1-0-0=2#5-Pnoestdaennmn
Solucion: La recta es paralela al plano (no esta contenida en él).

8. Halla la recta que pasa por P(2, 1, 0) y es perpendicular al plano m: x —
2y +z = 3.
Una recta perpendicular a un plano tiene como director el vector normal del plano, que son sus
coeficientes.

Normal del plano: n = (1, -2, 1) - director de la recta

Paramétricas: x = 24A, y = 1-2A, z = A

Solucién: x = 2+A, y = 1-2), z = A.

9. Determina si el punto Q(2, 3, 1) pertenece al planon: x+y -2z -4 =0.

Un punto pertenece a un plano si al sustituir sus coordenadas se cumple la ecuacién (da 0).
2+3-1-4=0 - se cumple

Soluciodn: Si, el punto Q pertenece al plano.

10. Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta r: x=1+A, y=A, z=2
y pasa por el punto Q(0, 0, 0).
El plano contiene el director de la recta y el vector de un punto de la recta a Q. El producto
vectorial de ambos da el normal.

Director de r: (1,1,0). Punto de r: P(1,0,2). PQ = (-1,0,-2)

n=(1,1,0)x(-1,0,-2) = (1-(-2)-0-0, —(1-(-2)-0-(-1)), 1-0-1-(-1)) = (-2, 2, 1)

-2Xx + 2y + z+D =0, con Q(0,0,0): D=0
Comprobacién: el punto P(1, 0, 2) de la recta cumple =2 + 0 + 2 = 0, y el director cumple
(1,1, 0)(=2,2,1) =0, asi que la recta entera estd en el plano.

Solucién: =2x + 2y + z = 0.
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11. Dadas las rectas r: (x,y,2z) = (1,2,0) + A(1,-1,1) vy s: (x,y,2) = (0,a,1) +
n(2,1,0), halla a para que se corten y, para ese valor, el punto de corte.
¢Qué pasa con los demas valores de a?
Los directores (1, —1, 1) y (2, 1, 0) no son proporcionales, asi que las rectas o se cortan o se
cruzan. Se cortan cuando el producto mixto de PQ y los dos directores vale 0.

P(1,2,0), Q(06,a,1) - PQ = (-1, a-2, 1)

[PQ,u,v] = |-1a21;1-11;2186|

=-1-(0-1) - (a-2)-(0 -2) +1-(1L+2) =1+2a-4+3=2a

2a=0-a=20
Para a = 0 se igualan las coordenadas de las dos rectas: (1+A, 2—A, A) = (2, W, 1). La tercera
da A = 1 directamente.

A=1-puntode r: (2, 1, 1) ; ens: 2u=2->u=1- (2, 1, 1)
Solucidn: Se cortan solo para a = 0, en el punto (2, 1, 1). Para a # 0 se cruzan.

12. Estudia, segun los valores de a, la posicion relativa de los planos mi: x

+y+z=1mM2axx-y+z=3ymn::x+y+az=2.

Los tres planos forman un sistema. Se calcula el determinante de la matriz de coeficientes M:

donde no se anula, rg M = 3 y los planos se cortan en un punto.
detM=1]111,;1-11;11al=1(-a-1)-1-(a-1)+1-(1+1) =2-2a
2-2a=0-a-=1

Para a = 1 la tercera ecuacién es x + y + z = 2: sus coeficientes son los de m: y el término

independiente no, asi que M y T3 son paralelos. rg M = 2; falta ver M*, con un menor de orden 3

que use la columna de términos independientes:
[111;1-13,;112]=1(-2-3)-1(2-3)+1(1+1)=-5+1+2=-2=20 -
rg M* = 3

Solucion: Si a # 1, los tres planos se cortan en un punto. Sia =1, m: y Ttz son

paralelos y m2 corta a los dos (no hay ningiin punto comun a los tres).

13. Halla el plano que pasa por P(1, 1, 2) y es perpendicular a la recta r:
(x - 1)/2 =y/(-1) = (z + 3)/1.
Si el plano es perpendicular a la recta, el director de la recta es el vector normal del plano. Con
el punto P se halla D.
Director de r: (2, -1, 1) » plano 2x -y + z + D =0
ConP:2-1+2+D=0-D=-3
Solucién: 2x -y +z -3 =0.

14. Escribe en paramétricas la rectardada porlosplanosx+y—-z=1y
2Xx -y +z=2.
El director es el producto vectorial de los dos normales, porque la recta esté en los dos planos y
es perpendicular a ambos normales. Un punto se saca resolviendo el sistema con un valor
cémodo.

n:t x n2 = (1,1,-1) x (2,-1,1)

= (1:1-(-1)-(-1), —(1-1-(-1)-2), 1-(-1)-1-2) = (0, -3, -3)

Se toma como director (0, 1, 1), que tiene la misma direccién.

Sumando las dos ecuaciones: 3x = 3 - x = 1. Entonces y -z =0; conz =0, y =0 -
punto (1, 0, 0)
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Comprobacién: (1,0,0) cumplel +0—-0=1y 2 — 0+ 0 = 2; y el director cumple
(0,1,1)(1,1,-1) =0y (0,1,1):(2,-1,1) = 0.

Solucion: x =1,y =A,z=A.

15. Halla la recta que pasa por P(1, 0, 2) y corta a las rectas r: (x,y,z) =
(1,0,0) + A(1,1,0) y s: (x,y,2) = (0,0,2) + p(0,1,1).

Primero se comprueba que ry s se cruzan: si se cortaran o fueran paralelas, estarian en un
mismo plano y el problema seria otro. Con A(1, 0, 0) dery B(0, 0, 2) de s:

AB = (-1, 0, 2)

[AB, u, vl = |-102;110;011 =-1-(1 -0) —0-(1-0) +2-(1 -0)

=1#0 - se cruzan
La recta buscada corta a r y pasa por P, asi que estd en el plano que contienea Py ar. Porlo
mismo, esta en el plano que contiene a Py a s. Es la interseccién de esos dos planos.

Plano m: (P y r): PA = (0, 0, -2)

ni =PAxu=(0:0-(-2)-1, -(0:0 - (-2)-1), 60:1 - 0-1) = (2, -2, 0)

Se toma n1 = (1, -1, 0), que tiene la misma direccidn.

m: x-y+D=0, conA(1, 0, 0): 1+D=0->D=-1->x-y-1=20

Plano nm2 (P y s): PB = (-1, 0, 0)

nz =PBxvs=(0-1-20-1, -((-1)-1-0-0), (-1)-1 -0-0) = (0, 1, -1)

mz: y-z+D=0, conB(0, 0, 2): -2 +D=0-D=2->y-2z2+2=20
El director de la recta es el producto vectorial de los dos normales, y la recta pasa por P.

n: x n2 = (1,-1,0) x (0,1,-1)

= ((-1)-(-1) - 6-1, -(1-(-1) - 0-0), 1-1 - (-1)-0) = (1, 1, 1)

Falta ver que no es paralela a r ni a s: si lo fuera, estaria en su plano sin cortar a esa recta y no
habria solucién. (1, 1, 1) no es proporcional nia (1, 1, 0) ni a (0, 1, 1). Los puntos de corte, con
la recta escrita como (1 + k, k, 2 + k):

Conr: (L+k, k, 2+k)=(L+A, A, 0) ok==-2, A=-2> (-1, =2, 0)

Con s: (1 + k, k, 2 + k) (0, uy, 2+ ) - k=-1, u=-1- (0, -1, 1)
Comprobacién: P, (=1, —2, 0) y (0, —1, 1) estan alineados, porque de uno a otro se avanza
siempre (1, 1, 1); y P cumple las dos ecuaciones: 1 —0—-1=0y0—-2+2=0.

Solucion: x=1+k,y=k,z=2+ k. Cortaaren (-1, -2,0)yasen (0, -1, 1).

Siguiente apartado: 3.3 Angulos, distancias y dareas — problemas métricos en el espacio, proyecciones
y simétricos.
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MATEMATICAS Il - BLOQUE 3 - GEOMETRIA
3.3 Angulos, distancias y areas

Apuntes desarrollados para la PAU. Teoria explicada paso a paso, con ejercicios resueltos al estilo del
examen. El bloque de Geometria se divide en tres partes: 3.1 Vectores - 3.2 Rectas y planos * 3.3
Angulos, distancias y areas.

3.3.1 - Angulos

Todos los angulos en el espacio se calculan con el producto escalar, tomando el valor
absoluto: asi sale siempre el menor de los dos dngulos que forman los elementos, que estd
entre 0° y 90°. Segun los elementos:

* Entre dos rectas: se usa el dngulo entre sus vectores directores.
* Entre dos planos: se usa el angulo entre sus vectores normales.

* Entre recta y plano: es el complementario del angulo entre el director de la recta y
el normal del plano; por eso se usa el seno en vez del coseno.

u-v|
cos a =
[ul-|v]
[v - n| .
sen o = W (recta con director v y plano con normal n)
v|[:|n

v Truco. Para no confundirte: recta con recta y plano con plano usan COSENO (con directores
o normales). Recta con plano usa SENO, porque el angulo se mide respecto al plano, no
respecto a su normal.

3.3.2 - Distancia de un punto a un plano

La distancia de un punto P(xo, yo, zo) al plano m: Ax + By + Cz + D = 0 se calcula
sustituyendo el punto en la ecuacién del plano, en valor absoluto, dividido por el mdédulo
del vector normal:

Figura 7 - La distancia d de P al plano  se mide sobre la perpendicular, que llega al plano en P'.

|A-Xo + B-yo + C-zo + D|
VATF B T C

d(P, ) =

v Truco. En el numerador va el punto sustituido en la ecuacién del plano (en valor absoluto),
y en el denominador el médulo del vector normal (A, B, C). Es sustituir y dividir, nada mas.
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3.3.3 - Distancia entre otros elementos

Punto a recta: se calcula con el producto vectorial. Si la recta pasa por A con director v, y
el punto es P, el médulo de AP X v es el area del paralelogramo, y al dividir por la base |v|
queda la altura, que es la distancia:

AP X v
d(p, ) = A
Entre dos rectas que se cruzan: si r pasa por A con director u y s pasa por B con
director v, el producto mixto da el volumen del paralelepipedo, y al dividir por el area de la
base, |u X v|, queda la altura:

_ [[AB, u, vl
d(r, s) = —IU x0T

Entre dos rectas paralelas: se toma un punto de una y se calcula su distancia a la otra
(punto a recta). Si las rectas se cortan, la distancia es 0.

Entre una recta y un plano paralelos: se toma un punto de la recta y se calcula su
distancia al plano. Si la recta corta al plano o esté en él, la distancia es 0.

Entre planos paralelos: se toma un punto de uno y se calcula su distancia al otro. Si los
dos se escriben con los mismos A, B y C, hay un atajo:

d(n, n') = |[D - D'| / VAZ ¥+ BZ + C?

v Truco. Casi todas las distancias se reducen a la de punto-plano o a férmulas con productos
vectorial y mixto. Antes de aplicar una férmula, estudia la posicién relativa: la distancia entre
elementos que se cortan es 0.

3.3.4 - Areas y volumenes

Se calculan con los productos vectorial y mixto que vimos en 3.1:

+ Area del paralelogramo de lados AB y AD: el médulo del producto vectorial. La del
triangulo de vértices A, B, C es la mitad.

Area paralelogramo = |AB x AD| Area tridngulo = %:|AB x AC|

* Volumen del paralelepipedo de aristas AB, AC y AD: el valor absoluto del producto
mixto. El del tetraedro de vértices A, B, C, D es un sexto.

V paralelepipedo = |[AB, AC, AD]| V tetraedro = (1/6)-|[AB, AC, AD]|

v/ Truco. Para el drea de un tridngulo o el volumen de un tetraedro, solo tienes que formar los
vectores desde un vértice y aplicar el producto vectorial (areas) o mixto (volimenes).



3.3.5 - Proyecciones, simétricos y perpendicular comun

La proyeccion ortogonal de un punto P sobre un plano o una recta es el punto P' donde
cae la perpendicular trazada desde P. El simétrico P'' es el punto que queda al otro lado, a
la misma distancia: P' es el punto medio de P y P". Todos los casos siguen el mismo
esquema, proyectar y duplicar:

P' = punto medio de Py P'' - P''" =2:P' - P

* Respecto de un plano m: se traza la recta que pasa por P con el normal de m como
director; su corte con m es la proyecciéon P'.

* Respecto de una recta r: se traza el plano que pasa por P con el director de r como
normal; su corte con r es la proyeccién P'.

* Respecto de un punto M: no hay nada que proyectar, M ya es el punto medio: P'" =
2:M — P.
La recta proyeccion de una recta r sobre un plano m se obtiene proyectando dos de sus
puntos y uniéndolos, o cortando m con el plano que contiene a r y es perpendicular a 1 (su
normal es v X n). La recta simétrica de r respecto de m se obtiene igual, uniendo los
simétricos de dos puntos de r.

La perpendicular comun a dos rectas que se cruzan es la recta que corta a las dos
formando angulo recto con ambas. Se toma un punto genérico de cada recta, R(A) y S(M), y
se impone que el vector RS sea perpendicular a los dos directores: RS-u=0y RS -v =0.
Salen Ay |, y la recta pasa por Ry S. Ademas, |RS| es la distancia entre las dos rectas.

s | s

n .\
R

Q

d
r

/T

Q
@---

PII

Figura 8 - P' es la proyeccidn de P sobre my el punto  Figura 9 - La perpendicular comtin cortaarenR y a
medio entre P y su simétrico P"'. s en S en angulo recto; |RS| = d(r, s).

v Truco. Comprueba siempre el resultado: la proyeccién tiene que cumplir la ecuacién del
plano (o de la recta), y el vector PP' tiene que ser perpendicular a la recta, o paralelo al normal

del plano.

Ejercicios
Trece ejercicios de dngulos, distancias, areas y simétricos al estilo de la PAU, resueltos. En
rojo va la explicacién de qué se hace y por qué; en negro, la resolucion con los célculos.

1. Calcula la distancia del punto P(1, 2, 3) al planom: 2x —y + 2z - 3 = 0.

Se sustituye el punto en la ecuacién del plano (valor absoluto) y se divide por el médulo del
normal (2, —1, 2).
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Numerador: |21 -2 + 2:3 -3| =12-2+6-3| = ]3| =3
Denominador: V4+1+4 = V9 = 3
d=3/3=1

Solucidn: La distancia es 1.

2. Halla el angulo que formanlos planosm: x+y=0yo: x-2z=0.

El angulo entre dos planos es el de sus vectores normales. Se aplica la formula del coseno con
los normales.

ni=(1,1,0), n2=(1,0,-1)

cos o = |[1:1+1-040-(-1)| / (V2:V2) = 1/2

o = 60°
Solucidon: Los planos forman un angulo de 60°.

3. Calcula el area del triangulo de vértices A(1,0,0), B(0,2,0) y C(0,0,3).
El drea es la mitad del mdédulo del producto vectorial de dos lados AB y AC.

AB=(-1,2,0), AC=(-1,0,3)

ABxAC = (2-3-0-0, -((-1)-3-0-(-1)), (-1)-0-2-(-1)) = (6, 3, 2)

|ABXAC| = V36+9+4 = V49 = 7 - Area = 7/2

Solucion: El area es 7/2 = 3,5 unidades cuadradas.

4. Halla la distancia entre los planos paralelos t: x + 2y + 2z =3y 0: X +
2y + 2z =9,
Se toma un punto de uno de los planos y se calcula su distancia al otro con la férmula
punto-plano.

Punto de n: (3,0,0). Distancia a o:

[3+0+0-9| / VI+4+4 = 6/3 = 2

Solucion: La distancia entre los planos es 2.

5. Calcula el dngulo entre la recta r con director (1, 1, 0) y el plano i: z
0 (normal (0,0,1)).

Entre recta y plano se usa el SENO (no el coseno), con el director de la recta y el normal del
plano.

sen a = |(1,1,0):(0,0,1)| / (V2:1) = 0/V2 =0

o = 0°
Un dngulo de 0° significa que la recta es paralela al plano o estd contenida en él.

Solucion: El angulo es 0° (la recta es paralela al plano o esta contenida en él).

6. Halla el volumen del tetraedro de vértices A(0,0,0), B(1,0,0), C(0,2,0) y
D(0,0,3).
El volumen es un sexto del valor absoluto del producto mixto de los tres vectores desde A.
AB=(1,0,0), AC=(0,2,0), AD=(0,0,3)
[AB,AC,AD] = 1-2-3 = 6
V=(1/6):6 =1
Solucioén: El volumen es 1 unidad cubica.
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7. Calcula la distancia del punto P(1, 1, 1) a la recta r: x=A, y=0, z=0
(pasa por O con director (1,0,0)).
La distancia punto-recta es |OP x v| / |v|, donde v es el director de la recta y O un punto de ella.
0P=(1,1,1), v=(1,0,0)
OPxv = (1-0-1-0, -(1-0-1-1), 1-0-1-1) = (0, 1, -1)
[OPxv] = V2 ; |v] =1-d=+V2

Solucién: La distancia es v2.

8. Halla el angulo entre las rectas de directoresu =(1,0,1)yv =

(1, 1, 0).

El Angulo entre dos rectas es el de sus directores, con la férmula del coseno en valor absoluto.
urv = 1-140-1+1:0 = 1
cos o = |1]| / (V2:V2) = 1/2 » a = 60°

Soluciodn: El angulo es 60°.

9. Determina la distancia del punto P(3, 0, 0) al plano coordenado YZ

(plano x = 0).

El plano YZ tiene ecuacién x = 0, con normal (1,0,0). Se aplica la férmula punto-plano.
d=1'3+0+0+ 0] / VI+0+0 = 3/1 = 3

Solucion: La distancia es 3.

10. Halla la proyeccion ortogonal del punto P(2, 3, 4) sobre el plano m: x
+y+ 2z -3 =0y el punto simétrico de P respecto de m.
Se traza la recta que pasa por P y es perpendicular a m: su director es el normal (1, 1, 1). Donde
corta a nt estd la proyeccién P'.

Recta: x =2+ A, y=3+A, z=4+ A

En m: (24A) + (34A) + (44A) -3 =0 ->3A +6 =0 > A = =2

P' = (0, 1, 2) ; comprobacién enm: 0 + 1 +2 -3 =10
P' es el punto medio de P y su simétrico P", asi que P" = 2-P' — P.

p''" = (20 -2, 2:1 -3, 2:2-4) = (-2, -1, 0)
Comprobacién: d(P,m) = |2 +3 +4 - 3|/V3 =6/V3=2V3,y|PP|=|(-2, -2, =-2)|=V12 =
2V3. Coinciden.
Solucion: La proyeccion es P'(0, 1, 2) y el simétrico es P''(-2, —1, 0).

11. Halla el punto simétrico de P(3, 0, 0) respectode larectar: x =y = z.
La recta pasa por el origen con director v = (1, 1, 1). Se traza el plano que pasa por Py es
perpendicular a r (normal v); su corte con r es la proyeccién P'.
Plano: x + y+z+D=0; conP: 3+D=0->-x+y+2z-3=20
Recta en paramétricas: (A, A, A) > 3A -3 =0-A=1-P"' =(1, 1, 1)
p''=2P'"-P=(2-3,2-0,2-0)=(-1, 2, 2)
Comprobacién: PP' = (-2, 1, 1) es perpendicular ar, porque (-2, 1, 1):(1,1,1) =0; y P'P" =
(=2, 1, 1) es el mismo vector, asi que P' estd en medio.

Solucion: El simétrico es P''(-1, 2, 2).
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12. Comprueba que las rectas r: (x,y,z) = (1,0,0) + A(1,1,0) y s: (x,y,2) =

(0,0,2) + p(0,1,1) se cruzan y calcula la distancia entre ellas.

Los directoresu = (1, 1, 0) y v = (0, 1, 1) no son proporcionales. Si ademas el producto mixto

[AB, u, vl no es 0, se cruzan, y ese mismo producto mixto sirve para la distancia.
A(1,0,0), B(0,0,2) - AB = (-1, 0, 2)
uxvs=(11-06-1, =(1-1 -0:0), 1:1 -1:0) = (1, -1, 1) ; Ju x v| = V3
[AB, u, vl = AB + (uxv) =-1:1+0-(-1) +2:1 =1#%# 0 - se cruzan
d(r, s) = |1] / V3 = V3/3

Solucién: Se cruzan, y la distancia entre ellas es V3/3 =~ 0,58.

13. Halla la perpendicular comun a las rectas r y s del ejercicio anterior.

Se toma un punto genérico de cada recta y se impone que el vector que los une sea
perpendicular a los dos directores.

R= (1+A, A, 0) , S = (0, W, 2+4) » RS = (-1-A, P-A, 2+p)

RS  u= (-1-A) + (u-A) = -1 —2A + p = 0

RS « v=(u-A) + (2+4) =2 - A+ 2u =0

De la primera, pu =1 + 2A ; en la sequnda: 2 = A + 2 +4A =0 -> A =-4/3 , p=-5/3

R=(-1/3, -4/3, 06) , S = (0, -5/3, 1/3) » RS = (1/3, -1/3, 1/3)

Comprobacién: RS es paraleloa u x v = (1, —1, 1), como debe ser, y |RS| = V(1/9 + 1/9 + 1/9)

= v3/3, que es la distancia del ejercicio 12.

Solucion: La perpendicular comun es (x, y, z) = (-1/3, —4/3, 0) + t-(1, -1, 1).

Con este apartado se completa el Bloque 3 - Geometria (Vectores, Rectas y planos, y Angulos, distancias

y areas).
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