MATEMATICAS APLICADAS A LAS CIENCIAS SOCIALES Il - 2.° BACHILLERATO

Algebra

Tema 1.2 - Sistemas y Programacion Lineal

Sistemas de ecuaciones lineales y su clasificacion (compatible determinado, indeterminado e
incompatible) mediante el método de Gauss y el Teorema de Rouché-Frobenius. Discusion de
sistemas con parametro. Programacion lineal: inecuaciones, region factible, vértices y funcion
objetivo. Teoria con diagramas y diez ejercicios resueltos al estilo PAU.

Temas del bloque 1

1.1 Matrices y Determinantes

Operaciones, traspuesta, potencias, determinantes (Sarrus, adjuntos), rango, inversa y
ecuaciones matriciales.

1.2 Sistemas y Programacion Lineal (este apunte)

Método de Gauss, clasificacion por Rouché-Frobenius, sistemas con parametro, inecuaciones,
region factible y funcién objetivo.

1.3 Cramer, Inecuaciones y Ecuaciones Matriciales

Determinantes, regla de Cramer, sistemas de inecuaciones y ecuaciones matriciales, por la
inversa y por un sistema.

Apuntes de preparacion para la PAU - 2.° de Bachillerato
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MATES CCSS - BLOQUE 1 - ALGEBRA

1.2 Sistemas y Programacion
Lineal

1.2.1 - Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones de primer grado con las
mismas incognitas. En la PAU de Mates CCSS aparecen sistemas 2x2 (dos ecuaciones, dos
incognitas) y 3x3 (tres ecuaciones, tres incognitas). EI método universal de resolucion es la
eliminacién gaussiana.

Método de Gauss (eliminacion por filas):

1) Escribir la matriz ampliada (A|b) del sistema
2) Aplicar operaciones elementales de fila:
- Intercambiar dos filas: Fi <-> Fj
- Multiplicar una fila por k distinto de O: Fi <-k - Fi
- Sumar a una fila un multiplo de otra: Fi <- Fi + k - Fj
3) Llevar la matriz a forma escalonada (triangular superior)

4) Resolver por sustitucién hacia atras (de abajo hacia arriba)

Truco. Antes de empezar Gauss, coloca como primera fila la que tiene coeficiente 1 en la
primera incognita. Asi los pivotes son enteros y evitas fracciones en los pasos intermedios,

que es donde es mas facil equivocarse en las cuentas.

Error tipico. Olvidar aplicar la operacion de fila al término independiente (Ultima columna). La
operacion Fi <- Fi + k-Fj afecta a TODOS los elementos de la fila, incluido el término
independiente. Si sélo se transforma la parte izquierda, el sistema resultante es incorrecto.




Método de Gauss sobre la matriz ampliada (Ejercicio 1)

Matriz ampliada Ceros en lacolumnal Cero en lacolumna 2
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Hacia atras: -7z=-21 => z=3 -3y-3=-9 =>y=2 x+2+3=6 =>x=1

Comprobacién: 1+2+3 =6 (OK) 2-2+3=3(OK) 1+4-3 =2 (OK)

Bl Fila que acaba de cambiar Il Filaqueyadaz

Cada operacion de fila da un sistema equivalente: las soluciones no cambian

Figura 1 - Proceso de eliminacion gaussiana sobre el sistema del Ejercicio 1. Cada flecha representa una operacion de fila. La dltima
fila escalonada despeja directamente z = 3. Luego se sustituye hacia atras para obtenery =2y x = 1.

Plantear el sistema a partir de un enunciado. En el examen el sistema puede no venir escrito,
sino contado con palabras (precios, cantidades, edades, mezclas) y hay que traducirlo. El
curriculo lo pide asi: «Sistemas de ecuaciones: modelizaciébn de situaciones en diversos

contextos».

Coémo plantear un sistema con contexto:

1) Nombrar las incégnitas diciendo qué son: x = nimero de camisetas del
modelo A...
2) Cada frase con un dato numérico es una ecuacion
3) Traducir las frases tipicas:
- «entre los tres suman 60» =>x +y +z = 60
-«A es el doble de B» =>x = 2y
-«Atiene5mas queB»=>x=y +5
-«tantos de Acomode By Cjuntos» =>x=y +2z
4) Resolver por Gauss y comprobar la solucion en el enunciado, no en las

ecuaciones
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Error tipico. Comprobar la solucion solo en las ecuaciones que uno mismo ha escrito. Si el
planteamiento estd mal, la solucion cumple unas ecuaciones equivocadas y la comprobacién
sale bien igualmente. Hay que volver a leer cada frase del enunciado con los numeros
obtenidos (Ejercicio 10).

1.2.2 - Clasificacion de sistemas: Rouché-Frobenius

El Teorema de Rouché-Frobenius clasifica cualquier sistema lineal comparando el rango de la
matriz de coeficientes A con el rango de la matriz ampliada A*. El rango es el nimero maximo
de filas linealmente independientes (equivalente: el orden del mayor menor no nulo).

Teorema de Rouché-Frobenius (n = namero de incognitas):
Sirg(A) distinto de rg(A*) => Sistema Incompatible (S.l.) — sin solucién

Sirg(A) =rg(A*) = n => Sistema Compatible Determinado (S.C.D.) — solucion
Gnica

Sirg(A) =rg(A*) <n => Sistema Compatible Indeterminado (S.C.I.) — infinitas
soluciones

(con n -rg(A) pardmetros libres)

Cuando hay un parametro a, el rango cambia al anular determinantes.

Busca el valor de a que hace nula una fila de la matriz escalonada.

Sistemas con pardmetro. Cuando el sistema depende de un parametro (llamémoslo a, k o
m), aplica Gauss simbdlicamente. En alguna fila aparecera un coeficiente que depende del
parametro. Iguala ese coeficiente a cero para encontrar el valor critico que cambia la
clasificacion del sistema. Analiza cada caso por separado: valor critico y valores distintos del
critico.

PAU - Atencién. Un ejercicio de sistema con parametro puede traer dos apartados: (a)
discutirlo (S.C.D., S.C.l. 0 S.I. segun el valor del parametro) y (b) resolverlo para un valor
concreto. Se puntian por separado: si la discusién no te sale, el apartado (b) se hace igual,
sustituyendo el valor y resolviendo un sistema sin parametro. En la discusién, estudia todos
los casos: el valor que anula el coeficiente y todos los demas.
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Clasificacion de sistemas (Rouché-Frobenius)

S.C.D. S.C.l. S.l.
rectas secantes rectas coincidentes rectas paralelas
\ y y sy
« T \,\
l' AN
’ A

2x+y=5 X+ty=2 X+ty=2

=== x-y=1 === 2x+2y=4 === X+y=5
rg(A) =rg(A*) =2=n rg(A) =rg(A*) =1<n rg(A) =1 <rg(A*) =2
Una solucion: (2, 1) Infinitas: y =2 - x Ninguna solucién

n = ndmero de incognitas - A = matriz de coeficientes - A* = matriz ampliada

Figura 2 - Clasificacion de sistemas lineales y lo que significa en un sistema 2x2, donde cada ecuacién es una recta del plano.
Verde: compatible determinado (solucién Unica, las rectas se cortan en un punto). Azul: compatible indeterminado (infinitas
soluciones con parametro libre, las rectas coinciden). Rojo: incompatible (sin solucién, las rectas son paralelas). El criterio es
siempre comparar rg(A) con rg(A*) y con n.

1.2.3 - Inecuaciones y regién factible

Una inecuacion lineal con dos variables define un semiplano en el plano cartesiano. La recta
ax + by = c divide el plano en dos semiplanos: en uno se cumple ax + by < cy en el otro ax + by
> c. Para saber cual es cual basta probar un punto que no esté en la recta, casi siempre el
origen (0, 0). La regién factible es la interseccién de todos los semiplanos definidos por las

restricciones del problema.

Como representar una inecuacion ax + by < c:

1) Dibuja larecta ax + by = ¢ (usa los puntos donde x=0 e y=0)

2) Sustituye el origen (0,0) en lainecuacion:
- Si 0 =c (verdadero) => el semiplano valido contiene al origen
- Si 0 > c (falso) => el semiplano valido NO contiene al origen

3) Sombrea el semiplano correcto
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Restricciones habituales: x 20,y 2 0 (primer cuadrante)

Vértices de laregion: puntos de interseccion de dos rectas frontera

Region factible y recta de nivel (Ejercicio 7)

— — = Recta de nivel 3x + 4y = 12
= == 3x +4y =20: maximo en (4, 2)

~" Sentido en que crece Z

(0,0) I 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Los cuadrados azules son los vértices: en ellos se evalla la funcion objetivo

Figura 3 - Region factible del Ejercicio 7 (restricciones: x+2y < 8 y 2x+y < 10, con x,y = 0). La region azul clara es el conjunto de
puntos que cumplen todas las restricciones. Los cuadrados azules marcan los vértices (0,0), (5,0), (4,2) y (0,4), que son los Unicos
candidatos a 6ptimo en programacion lineal. Las rectas discontinuas son rectas de nivel de Z = 3x + 4y: al desplazarlas en el sentido
de la flecha Z crece, y la Ultima que toca la region, 3x + 4y = 20, solo la toca en (4,2), donde esta el maximo.

Truco. Para hallar los vértices de la region factible: cada vértice es la interseccion de
exactamente dos rectas frontera. Forma todos los sistemas 2x2 posibles con las restricciones
activas, resuélvelos y descarta los que no cumplan el resto de restricciones. Los que quedan
son los vértices de la region.

1.2.4 - Programacion lineal: funcion objetivo

La programacién lineal consiste en optimizar (maximizar o minimizar) una funcién lineal Z = ax
+ by llamada funcién objetivo, sujeta a un conjunto de restricciones lineales que definen la
region factible. Teorema fundamental de la PL: si la region factible es acotada (un poligono
cerrado), la funcién objetivo alcanza su maximo y su minimo, y los alcanza en vértices de la
region. Si el 6ptimo sale igual en dos vértices, también lo dan todos los puntos del lado que los
une: hay infinitas soluciones.
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Algoritmo de programacion lineal (método de los vértices):

1) Definir las variables de decision (x, y)

2) Escribir la funcién objetivo: Z = ax + by (maximizar o minimizar)
3) Escribir todas las restricciones como inecuaciones

4) Representar graficamente la region factible

5) Calcular los vértices de laregion factible

6) Evaluar Z en cada vértice

7) El vértice que da el mayor Z es el 6ptimo (si se maximiza)

El vértice que da el menor Z es el 6ptimo (si se minimiza)

Traducir el enunciado a restricciones:

«al menos», «como minimo», «n0 menos de» => 2

«como mucho», «kcomo maximo», «<no mas de», «dispone de» => <
«no puede superar el doble de B» =>x 2y

«por lo menos tantos de Acomo de B»=>x2y

Cantidades que se cuentan (unidades, personas) =>x 20,y 20

PAU - Atencion. Cuando el problema de programacion lineal viene contado con palabras
(una empresa, una dieta, un transporte), el planteamiento se puntlia aparte. En el modelo
oficial de Andalucia para 2025-2026, de los 3 puntos del problema, 1 es del planteamiento y
otro 1 del recinto con sus vértices: quien plantea bien y dibuja bien ya tiene dos tercios

aunque se equivoque al final.

Region no acotada. Si la region factible es no acotada (se extiende al infinito), puede que no
exista maximo. Si los dos coeficientes de Z son positivos y X, y 2 0, Z nunca baja de 0, y
entonces el minimo si existe y esta en un vértice (Ejercicio 8). Si al dibujar tu regiéon queda
abierta, dilo en la respuesta y razona si el 6ptimo existe.
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Error tipico. Evaluar la funcion objetivo solo en algunos vértices y no en todos. El 6ptimo
puede estar en el vértice menos intuitivo. Hay que calcular Z en TODOS los vértices de la

region factible y comparar los resultados. Un vértice saltado puede ser el 6ptimo.

Ejercicios - Seccion 1.2
Diez ejercicios de sistemas de ecuaciones y programacion lineal al estilo PAU. En rojo el método que se
aplica; en azul oscuro los calculos paso a paso.

1. Resuelve el sistema por el método de Gauss: X +y+z=6|2x-y+z=3|x+2y-z=2.

Sistema 3x3: se aplica eliminacién gaussiana para llevar la matriz a forma triangular y luego se

sustituye hacia atras.

Matriz ampliada del sistema (coeficientes | términos independientes), la misma de la figura 1:

1 1 116
2 -1 1]3
1 2 -1]|2

Ceros debajo del primer 1: F2<-F2 - 2-F1y F3<-F3 - F1.

1 1 1|6
0 -3 -1|-9
0 1 -2|-4

Cero debajo del -3: F3 <- 3-F3 + F2.

30, 1,-2|-4) +(0,-3,-1]-9) = (0, 0, -7 | -21)

1 1 1] 6
0 -3 -1| -9
0 0 -7|-21

Sustitucién hacia atras, de la Ultima fila a la primera:
DeF3:-72=-21=>2z2=3
DeF2:-3y-3=-9=>-3y=-6=>y=2

DeFl:x+2+3=6=>x=1

Verificacion: 1+2+3=6 (OK) - 2-2+3=3 (OK) - 1+4-3=2 (OK)

Resultado: x=1,y=2,z=3
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2. Discute y resuelve el sistema segln el pardmetroa: x +y+z=3|2x+y+az=5|x + 2y

+z=4.

Sistema 3%x3 con parametro: aplicar Gauss simboélicamente y analizar el coeficiente que depende de
a para determinar la clasificacion.

F2<-F2-2F1l:-y+(a-2)z=-1
F3<-F3-Fl.y+0z=1=>y=1
Sustituimos y=1 en F2 transformada: -1 + (a-2)z = -1 => (a-2)z =0

Caso adistintode 2: z=0,y=1,x=3-1-0=2=>S.C.D.

Caso a = 2: 0-z =0, ecuacion compatible para cualquier z => S.C.I.

Solucién con a=2 (z = t parametro libre):

y=1,x=3-1-t=2-t=>(2-t,1,t),tenR

Resultado: a distinto de 2: S.C.D., solucidn Gnica (2, 1, 0). Caso a = 2: S.C.l., solucién (2-t,

1,1)

3. Comprueba que el siguiente sistema es incompatible (S.1.): x+y+z=1|2x +2y +2z =
5|x-y+z=0.

Sistema S.I.: al aplicar Gauss aparecera una fila con el tipo 0 = k (k distinto de 0), que indica
contradiccion.

F2<-F2-2-F1:0x+0y+0z=5-2=3
0 = 3 => CONTRADICCION: sistema incompatible

Con Rouché-Frobenius: la segunda fila de A es el doble de la primera, luego rg(A) = 2.

Menor de A* con las columnas de x, dey y del término independiente:

1 1 1
2 2 5 | =1(0+5)- 1(0-5) + 1(-2-2) =5 + 5 - 4 = 6, distinto de 0
1 -1 0

rg(A) =2y rg(A*) = 3: son distintos => S.I.
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La segunda ecuacion tiene los coeficientes del doble de la primera, pero su término independiente no
es el doble (el doble de 1 es 2, y pone 5). Geométricamente, esos dos planos son paralelos y no tienen
puntos en comdn.

Resultado: Sistema Incompatible (S.l.): no tiene solucién

4. Estudia el sistema segun k y resuelve los casos compatibles: x +y+z=2|x-y +kz=0

| 2x +y +z=3.
Sistema con parametro k: aplicar Gauss y analizar el valor de k que hace cambiar la clasificacion.
F2<-F2-F1:-2y + (k-1)z=-2
F3<-F3-2Fl:-y+(-1)z=-1=>-y-z=-1

F2 <-F2-2F3:-2y + (k-1)z - 2(-y-2) =-2 - 2(-1)
(k-1+2)z=0=> (k+1)z=0

Caso k distintode -1: z=0
DeF3:-y-0=-1=>y=1
DeFl:x=2-1-0=1=>S.C.D.: (1, 1,0)

Casok=-1:0z=0=>z=tlibre => S.C.l.

DeF3:y=1-t,x=2-(1t)-t=1=>(1, 1-t, 1)

No existe ningln valor de k que haga el sistema incompatible.

Resultado: k distinto de -1: S.C.D., (1, 1, 0). k =-1: S.C.l., (1, 1-t,t)conten R

5. Representa laregion definida por el sistema de inecuaciones: x +y <4 |x-y2-2|x20

| y 2 0. Indica los vértices de laregion factible.

Sistema de inecuaciones: cada inecuacién define un semiplano. La region factible es la interseccién
de todos los semiplanos.

Recta frontera 1: x + y = 4 => puntos (4,0) y (0,4)

Recta frontera 2: x - y = -2 => puntos (0,2) y (-2,0) [fuera]; con x=0: y=2
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Comprobamos el origen (0,0) en cada inecuacion:
x+y<4: 0=4 (verdadero) => semiplano que contiene al origen

x-y2-2: 02-2 (verdadero) => semiplano que contiene al origen

Vértices de la regién (intersecciones de rectas frontera):
x+y=4y y=0: x=4 => (4, 0)
x-y=-2'y x=0: y=2 => (0, 2)
X+y=4y x-y=-2: sumando 2x=2, x=1, y=3 => (1, 3)

(0,0) también pertenece alaregion

Resultado: Vértices: (0,0), (4,0), (1,3), (0,2). Regién poligonal con 4 vértices

6. Un instituto organiza una excursion para 240 alumnos. Una empresa dispone de 5
autobuses grandes, de 40 plazas, y de varios pequefios, de 20 plazas, pero solo tiene 9
conductores. Alquilar un autobus grande cuesta 300 € y uno pequefio, 200 €. ¢ Cuantos
autobuses de cada tipo hay que alquilar para que el coste sea minimo? ¢Cual es ese

coste?

Programacion lineal con contexto: el planteamiento se puntia aparte. Cada frase con «al menos»,
«como mucho» o «solo dispone de» es una restriccién, y la pregunta dice si se maximiza o se
minimiza.
Variables: x = autobuses grandes, y = autobuses pequefios
Funcidén objetivo: minimizar C = 300x + 200y
Plazas, al menos 240: 40x + 20y 2 240 => (entre 20) 2x +y 212
Conductores, como mucho 9: x +y £9
Autobuses grandes disponibles: x £5

No negatividad: x 20,y 20

Vértices (cada uno es la interseccion de dos rectas frontera):
2x+y=12 y x+y=9: restando, x =3;y =9-3=6=> (3, 6)
2x+y=12y x=5:y =12-10=2=> (5, 2)

X+y=9y x=5:y=9-5=4=>(5, 4)
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La region es el triangulo de esos tres vértices. Las rectas x = 0 e y = 0 no dan ningun vértice: dentro de
la region x vale al menos 3 e y al menos 2.

Evaluamos C = 300x + 200y en cada vértice:
C(3, 6) =900 + 1200 = 2100 €
C(5, 2) = 1500 + 400 = 1900 € <-- minimo
C(5, 4) = 1500 + 800 = 2300 €

Comprobacién con el enunciado: 5 grandes y 2 pequefios llevan 5-40 + 2-20 = 240 alumnos (OK),
necesitan 7 conductores de los 9 (OK) y usan los 5 grandes (OK).

Resultado: 5 autobuses grandes y 2 pequefios. Coste minimo: 1900 €

7. Maximiza Z = 3x + 4y sujeto a: x +2y £8,2x +y <10,x20,y 20.

Construir la region factible hallando los vértices y evaluar la funcion objetivo en cada uno.

Vértices de la region factible:
(0, 0): x=0, y=0 (cumple todas las restricciones)
(5, 0): 2x+y=10y y=0 => x=5. Verificar: 5+0=558 (OK)
(0, 4): x+2y=8y x=0 => y=4. Verificar: 0+4=4<10 (OK)

(4, 2): x+2y=8y 2x+y=10 => x=4, y=2. Verificar: 4+4=8 y 8+2=10 (OK)

Evaluamos Z = 3x + 4y:

Z(0,0)=0
Z(5,0) = 15
Z(0, 4) = 16

Z(4,2)=12 + 8 =20 <-- méximo

Resultado: Maximo Z = 20 en el punto (4, 2)
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8. MinimizaZ=x+ 2y sujetoa: x+2y26,x+y24,x20,y 20.

Region factible no acotada (se extiende al infinito hacia arriba). En este caso existe minimo porque
los coeficientes de Z son positivos.
Vértices de la regién (parte acotada del contorno):
(6, 0): x+2y=6y y=0 => x=6. Verificar: 6+0=624 (OK)
(4, 0): x+y=4y y=0 => x=4. Verificar: 4+0=4<6 NO cumple x+2y=26
(0, 4): x+y=4 y x=0 =>y=4. Verificar: 0+8=826 (OK)

(2, 2): x+2y=6y x+y=4 =>y=2, x=2. Verificar ambas (OK)

Vértices validos: (6,0), (2,2), (0,4)
Evaluamos Z = x + 2y:
Z(6,0)=6
2(2,2)=2+4=6
7(0,4)=0+8=8

El minimo se alcanza en (6,0) y en (2,2): Z=6 en ambos. Cuando el minimo se alcanza en dos vértices,
todos los puntos del segmento que los une también son éptimos.

Resultado: Minimo Z = 6 alcanzado en (6,0) y en (2,2) (y en todo el segmento entre ellos)

9. Problema de produccién: Una empresa fabrica dos productos Ay B. A requiere 2 h de
maquinay 1 h de mano de obra; B requiere 1 h de maquinay 3 h. Disponibles: 100 h de
maquinay 150 h de mano de obra. Beneficio: 4 € por unidad de Ay 6 € por unidad de B.

¢Cuantas unidades de cada tipo maximizan el beneficio?

Traduccion al lenguaje matematico de la programacion lineal: identificar variables, restricciones y
funcion objetivo.
Variables: x = unidades de A producidas, y = unidades de B producidas

Funcion objetivo: maximizar Z = 4x + 6y

Restriccion de maquina: 2x +y < 100

Restriccion de mano de obra: x + 3y €150

No negatividad: x 20,y 20
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Vértices de la region factible:
(0,0:2z2=0
(50, 0): 2(50)+0=100 (OK); 50+0=50<150 (OK). Z = 200
(0, 50): 0+50=50<100 (OK); 0+150=150 (OK). Z = 300
Intersecciéon 2x+y=100 y x+3y=150: x=30, y=40. Verificar: 60+40=100 y 30+120=150 (OK)

(30, 40): Z = 4(30) + 6(40) = 120 + 240 = 360 <-- Maximo

Resultado: Producir 30 unidades de Ay 40 de B. Beneficio maximo = 360 €

10. Problema de planteamiento: unatienda vende camisetas de tres modelos, A,By C, a
10 €, 15 €y 20 € launidad. Un dia vendi6é 60 camisetas y recaud6 850 €. Del modelo A
vendié 5 menos que el doble de las que vendi6 del modelo C. ¢ Cuantas camisetas de

cada modelo vendi6?

Sistema con contexto: lo primero que se puntla es el planteamiento. Se nombran las incégnitas,
cada frase del enunciado que da un dato se convierte en una ecuacion, y después se resuelve por
Gauss.
Incoégnitas: x, y, z = camisetas vendidas de los modelos A, By C

Total de camisetas: x +y +z =60

Recaudacion: 10x + 15y + 20z = 850 => (entre 5) 2x + 3y + 4z = 170

A es el doblede C menos 5: x=2z-5=>x-2z=-5

Gauss, tomando como pivote la primera ecuacion:
F2<-F2-2F1l:y+2z=170-120=50
F3<-F3-Fl:.-y-3z=-5-60=-65
F3<-F3+F2:-z=-65+50=-15=>z=15

Sustitucion hacia atras:

De F2:y =50-2-15=20

De F1: x=60-20-15=25

Ejemplar de muestra - no autorizado para distribucion - Licencia MUESTRA Péagina 14
© 2026 PAUmode - Prohibida su reproduccion o distribucién sin autorizacion escrita - Obra protegida por derechos de propiedad intelectual



Comprobacién con el enunciado: 25 + 20 + 15 = 60 (OK) - 10-25 + 15-20 + 20-15 = 250 + 300 + 300 =
850 (OK) - 2:15 - 5 = 25 (OK). Las tres cantidades son nimeros naturales, como exige el contexto: si
saliera un decimal o un negativo, el fallo estaria en el planteamiento.

Resultado: 25 camisetas del modelo A, 20 del modelo B y 15 del modelo C

Siguiente seccién: 1.3 Cramer, Inecuaciones y Ecuaciones Matriciales — regla de Cramer
para sistemas 2x2 y 3x3, sistemas de inecuaciones y resolucion de ecuaciones matriciales
AX=B y XA=B.
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